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Siegel modular forms with respect to non‐split symplectic groups の内容に基づく報告である。
内容は,次の3つの論文からなる伊吹山知義氏との共同プロジェクトの一部である。
(1) H. Kitayama, An explicit dimension formula for Siegel cusp forms with respect to the
non‐split symplectic groups, Journal of the Mathematical Society of Japan 63 (2Óll),
1263‐1310.
(2) H. Kitayama, On the graded ring of Siegel modular forms of degree two with respect to
a non‐split symplectic group, International Journal of Mathematics 23 (2012).
(3) T. Ibukiyama and H. Kitayama, Dimension formulas ofparamodular forms of squarefree




1960年代には既に Ihara [8] によって提唱されていて,さらに1980年代を中心に Ibukiyama [4],
Hashimoto‐IUukiyama [2], Ibukiyama.[5], Ibukiyama [6] などにおいて詳しく考察されてきた。
特に,[2], [5], [6] では,明示的次元公式の比較による次元の一致定理の証明という方針で, Sp(2)
の場合の対応予想の記述に成功している。特にパラモジュラー群の場合には,[5], [6] において素
数レベルの場合に限っては対応予想が既に提唱されていたが,レベルの拡張の研究は行われていな





















\mathfrak{H}_{2}= { Z\in M(2;\mathbb{C})|\mathrm{t}_{Z}=Z, {\rm Im}(Z) は正定値}
とする。このとき,群 Sp(2;\mathbb{R}) は \mathfrak{H}_{2} に
 $\gamma$\cdot Z:=(\acute{A}Z+B)(CZ+D)^{-1},  $\gamma$=\left(\begin{array}{ll}
A_{-} & B\\
C & D
\end{array}\right)\in Sp(2;\mathbb{R}) , Z\in \mathfrak{H}_{2}
により作用する。  $\Gamma$ を  Sp(2;\mathbb{R}) の離散部分群で \mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}( $\Gamma$\backslash \mathfrak{H}_{2})<\infty なるものとし, $\rho$_{k,j} :  GL(2;\mathbb{C})\rightarrow
 GL(j+1;\mathbb{C}) を符号 (j+k, k)(k,j\in \mathbb{Z}_{\geq 0}) の既約有理表現,すなわち,  $\rho$ k,j=\det^{k}\otimes \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{j} と
する。ただし,Symj は GL(2;\mathbb{C}) の i 次対称テンソル表あ.を表す。このとき,  $\Gamma$ に関するウェイ
ト  $\rho$切のジーゲルモジュラー形式とは,次の条件
(i)  f( $\gamma$\cdot Z)=$\beta$_{k},j(CZ+D)f(Z) , for \forall $\gamma$=\left(\begin{array}{ll}
A & B\\
C & D
\end{array}\right)\in $\Gamma$, \forall Z\in \mathfrak{H}_{2},
を満たす正則関数 f : \mathfrak{H}_{2}\rightarrow \mathbb{C}^{j+1} のことである。また,  $\Gamma$ に関するウェイト  $\rho$_{k,j} のジーゲルカス
プ形式とは,次の条件
(ii) |$\rho$_{k},j({\rm Im}(Z)^{1/2})f(Z)|_{\mathbb{C}^{j+1}} は \mathfrak{H}_{2} 上有界 (ここで, |u|_{\mathbb{C}^{j+1}} :=({}^{t}u\overline{u})^{\frac{1}{2}} for u\in.\mathbb{C}^{j+1} )
を満たすジーゲルモジュラー形式のことである。  $\Gamma$ に関するウェィト  $\rho$_{k,j} のジーゲルモジュラー
形式すべての集合を M_{k,j}(\mathrm{F}) , ジーゲルカスプ形式すべての集合を s_{k,j}(\mathrm{r}) と表すとき,これらは
\mathbb{C} 上の有限次元ベクトル空間となっている。
2.2 Non‐split symplectic groups
B を \mathbb{Q} 上の不定符号四元数環とし, B のcanonical involution を - で表す。写像  f:B^{2}\times B^{2}\rightarrow
 B を
f(x, y)=x_{1}\overline{y_{2}}+x_{2}\overline{y_{1}} , x=(x_{1}, x_{2}) , y=(y_{1}, y_{2})\in B^{2}
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で定義すると, B^{2} 上の任意の非退化四元数的エルミート形式は f に同値である (cf. [12])_{\text{。}} この
f についてのエルミート空間 (B^{2}, f) に関するユニタリ群として群 U(2;B) を定義する。








ここで t_{\overline{g}} は, g=\left(\begin{array}{ll}
a & b\\
c & d
\end{array}\right) に対して t_{\overline{g}=} (\displaystyle \frac{\overline {}a}{b} \overline{\frac{c}{d}}) を表す。 B は不定符号なので  B\otimes_{\mathbb{Q}}\mathbb{R}\simeq
 M(2;\mathbb{R}) である。この同型写像を一つ固定することにより, B を M(2;\mathbb{R}) の部分環と同一視し,
G_{\mathrm{R}}\subset M(4;\mathbb{R}) とみなす。このとき,
 $\varphi$ :  G_{\mathbb{R}} \rightarrow^{\sim} Sp(2;\mathbb{R})
(1) り
g \mapsto $\gamma$^{-1}g $\gamma$,  $\gamma$:=(_{00-10}^{1000}00100001)
により, G_{\mathrm{R}} と Sp(2;\mathbb{R})\backslash とは同型になり, U(2;B) は Sp(2;\mathbb{R}) の \mathbb{Q} 形式である。実際は, Sp(2;\mathbb{R})
の \mathbb{Q} 形式はすべて,適当な不定符号四元数環 B を取ることにより U(2;B) として得られること
が知られている (cf. [11])。つまり,この方法で Sp(2;\mathbb{R}) の \mathbb{Q} 形式をすべて尽くせるのである。
もし B が判別式1の不定符号四元数環 B\simeq M(2;\mathbb{Q}) ならば, U(2;B) は  $\varphi$ により  Sp(2;\mathbb{Q}) と
同型であり,この \mathbb{Q} 形式に含まれる離散群についてのジーゲルモジュラー形式は理論も計算も盛
んである。一方で, B が判別式が1でない不定符号四元数環の場合には, U(2;B) は Sp(2;\mathbb{Q}) と
は異なる \mathbb{Q} 形式を与えることになる。タイトルで仮に non‐split symplectic groups と呼んで
いるのはこの場合のことである。
では,non‐split symplectic groups の場合に本稿で扱う離散群の定義を述べる。本稿ではある
種の特別な場合のみを記述するので,もっと一般の場合については [3], [7], [9], [10], [13] などを参
照されたい。 B を判別式 N>1 の \mathbb{Q} 上の不定符号四元数環とし, \mathrm{D} を B の極大整数環とする。
B は不定符号であるので, \mathrm{D} は B^{\times} ‐共役を除いて一意的である。. \mathrm{D} の極大両側イデアル \mathfrak{A} を
\left\{\begin{array}{l}
p|N \text{なる素数} p.\text{に対しては} \mathfrak{A}_{\mathrm{p}}= $\pi$ \mathfrak{O}_{p},\\
p $\dagger$ N \text{なる素数} p \text{に対しては} \mathfrak{A}_{p}=\mathrm{D}_{p}
\end{array}\right.







 $\varphi$ による同一視によって  U'(N) を Sp(2;\mathbb{R}) の離散部分群とみなすことができるので, U'(N) に
















異なる素数の積である。 N を偶数個の異なる素数の積とし, N の素因子の個数を  $\omega$(N) と表す。
また,自然数 m, n に対して, N(m;n):=\{p|N;p\equiv m\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n\} と表す。 [a_{0}, . . . , a_{m-1};m]_{n}
は n に関する周期的関数で,例えば
[1, -1, 0;3]_{j}=\left\{\begin{array}{ll}
1 & \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{j} \equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3\\
-1 & \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{j} \equiv 1 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}3\\
0 & \mathrm{i}\mathrm{f} j\equiv 2\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3
\end{array}\right.
のように n\equiv \mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{m} のとき a_{i} を値として持つものと定義する。また, k, i についての関数
C3 (k,j)=[(k-2)(-1)^{j/2}, -(j+k-1), -(k-2)(-1)^{j/2},j+k-1;4]_{k}
C_{4}(k,j)=(j+k-1)\cdot[1, -1, 0;3]_{k}+(k-2)\cdot[1, 0, -1;3]_{j+k}
C_{5}(k,j)=(j+k-1)\cdot[-1, -1, 0, 1, 1, 0_{:}6]_{k}+(k-2)\cdot[1, 0, -1, -1, 0, 1;6]_{j+k}
C_{8}(k,j)=\left\{\begin{array}{ll}
[1, 0, 0, -1, -1, -1, -1, 0, 0, 1, 1, 1_{\}}12]_{k} .. . & \mathrm{i}\mathrm{f} j\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 12\\
{[}-1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, -1, 0, -1, -1, 0;12]_{k} .. . & \mathrm{i}\mathrm{f} j\equiv 2\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 12\\
{[}1, -1, 0, 0, -1, 1, -1, 1,0, 0, 1, -1;12]_{k} . . . & \mathrm{i}\mathrm{f} j\equiv 4\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 12\\
{[}-1, 0, 0, -1, 1, -1, 1, 0, 0, 1, -1, 1;12]_{k} . . . & \mathrm{i}\mathrm{f} j\equiv 6\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 12\\
{[}1, 1, 0, 1, -1, 0, -1, -1, 0, -1, 1, 0;12]_{k} . . . & \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{j} \equiv 8\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{l}2\\
{[}-1, -1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, -1, -1;12]_{k} . . . & \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{j} \equiv 10\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{l}2
\end{array}\right.
C_{9}(k,j)=\left\{\begin{array}{ll}
[1, 0, 0, -1, 0, 0;6]_{k} & . . . \mathrm{i}\mathrm{f} j\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 6\\
{[}-1, 1, 0, 1, -1, 0;6]_{k} & . . . \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{j} \equiv 2\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 6\\
{[}0, -l, 0, 0, 1, 0;6]_{k} & . . \mathrm{i}\mathrm{f} j\equiv 4\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 6
\end{array}\right.
C_{10}(k,j)=\left\{\begin{array}{ll}
[1, 0, 0, -1, 0;5]_{k} & . . \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{j}\equiv \mathrm{O}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{l}\mathrm{O}\\
{[}-1, 1, 0, 0, 0;5]_{k} & . . . \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{j} \equiv 2\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{l}0\\
0 & . .. \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{j} \equiv 4' \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}10\\
{[}0, 0, 0, 1, -1;5]_{k} & . .. \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{j} \equiv 6\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{l}0\\
{[}0, -1, 0, 0, 1;5]_{k} & . .. \mathrm{i}\mathrm{f} j. \equiv 8\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{l}0
\end{array}\right.
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C_{11}(k,j)=\{ [1, 0, 0, -1;4]_{k} . . . ifj \equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 8[-1, 1, 0, 0;4]_{k} .. . if j\equiv 2\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 8[-1, 0, 0, 1;4]_{k} . . . if j\equiv 4\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 8[1, -1, 0, 0;4]_{k} . . . ifj \equiv 6\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 8
を定義する。
以上の記号を用いて,以下の明示的次元公式が得られる。なお,定理の中で,例えば魂 (k,j, N)=
0 など 0 になるものも有るが,それぞれの項が共役類に対応した寄与を表していて意味を持つた
め,敢えてそのまま記載している。
定理3.1 ([9]). N を偶数個の異なる素数の積とする。このとき,5以上の整数 k と 0 以上の偶数
j に対し,次が成り立つ。(j が奇数のとき次元が 0 であることは元々明らかである。)
\displaystyle \dim S_{k,j}(U'(N))=\sum_{i=1}^{12}H_{i}'(k,j, N)+\sum_{i=1}^{10}I_{i}'(k,j, N)
ここで、 H_{i}'(k,j, N)(i=1, \ldots, 12) , I_{i}'(k,j, N)(i=1, \ldots, 10) は以下で与えられる k,j,N に関
する関数である。
H_{1}'(k,j, N)=\displaystyle \prod_{\mathrm{p}|N}(p^{2}-1)\cdot 2^{-7}3^{-3}5^{-1}\cdot(j+1)(k-2)(j+k-1)(j+2k-3)
H_{2}(k,j, N)=2^{-7}3^{-2}\cdot(j+k-1)(k-2)(-1)^{\text{ん}}\cdot\left\{\begin{array}{ll}
3 & if N=2\\




0 & ifN\neq 2
\end{array}\right.
H_{4}'(k,j, N)=2^{-3}3^{-3}\cdot C_{4}(k,j)\cdot\left\{\begin{array}{ll}
8 & if N=3\backslash \\
0 & if N\neq 3
\end{array}\right.
H_{5}'(k,j, N)=0
H_{6}'(k,j, N)=\cdot H_{6,1}'(N)\times(-1)^{j/2} (2た+j-3) +H_{6,2}'(N)\times(-1)^{j/2+k}(j+1)
H_{6,1}'(N)=\displaystyle \frac{1}{2^{5}\cdot 3}\prod_{p|N}(p-(\frac{-1}{p}))+\frac{1}{2^{7}\cdot 3}\prod_{p|N}(p(\frac{-1}{p})-1)
. H_{6,2}'(N)=\displaystyle \frac{1}{2^{5}\cdot 3}\prod_{p|N}(p-(\frac{-1}{p}))-\frac{1}{2^{7}\cdot 3}\prod_{\mathrm{p}|N}(p(\frac{-1}{p})-1)
H_{7}'(k,j, N)=H_{7,1}'(N)\times[1, -1, 0;3]_{j}(2\grave{k}+j-3)+H_{7,2}'(N)\times[0, 1, -1;3]_{j+2k}(j+1)
H_{7,1}'(N)=\displaystyle \frac{1}{2^{3}\cdot.3^{2}}\prod_{p|N}(p-(\frac{-3}{p}))+\frac{1}{2^{3}\cdot 3^{3}}\prod_{p|N}(p(\frac{-3}{p})-1)
H_{7,2}'(N)=\displaystyle \frac{1}{2^{3}\cdot 3^{2}}\prod_{p|N}(p-(\frac{-3}{p}))-\frac{1}{2^{3}\cdot 3^{3}}\prod_{\mathrm{p}|N}(p(\frac{-3}{p})-1)
H_{8}'(k,j, N)=0
H_{9}'(k,j, N)=2^{-1}3^{-2}\cdot C_{9}(k,j)\cdot\left\{\begin{array}{ll}
3 & if N=2\\
0 & ifN\neq 2
\end{array}\right.
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H_{10}'(k,j, N)=2^{ $\omega$(N)-1}5^{-1}\cdot C_{10}(k,j)\cdot\left\{\begin{array}{ll}
0 & if N(1;5)\cup N(4;5)\neq\emptyset\\
 1 & if N(1;5)\cup N(4;5)=\emptyset and5|N\\
2 &  $\sigma$ therwise
\end{array}\right.
H_{11}'(k,j, N)=2^{-3}C_{11}(k,j)\displaystyle \prod_{p|N,p\neq 2}2\times\left\{\begin{array}{ll}
0 & if N(1;8)\cup N(7;8)\neq\emptyset\\
 1 & if N(1;8)\cup N(7;8)=\emptyset
\end{array}\right.
H_{12}' (k,j ,N) = Hí2,1 (N)\times[1, -1, 0;3]_{j}(-1)^{j/2+k}+H_{12,2}'(N)\times[0, -1, 1; 3]_{j+2k}(-1)^{j/2}
Hí2,1 (N)=\displaystyle \frac{1}{2^{3}\cdot 3}\prod_{\mathrm{p}|N}(1-(\frac{3}{p}))+\frac{1}{2^{3}\cdot 3}\prod_{p|N}((\frac{-1}{p})-(\frac{-3}{p}))
Hí2,2 (N)=\displaystyle \frac{1}{2^{3}\cdot 3}\prod_{p|N}(1-(\frac{3}{p}))-\frac{1}{2^{3}\cdot 3}\prod_{p|N}((\frac{-1}{p})-(\frac{-3}{p}))
I_{1}'(k,j, N)=2^{-3}3^{-1} . (j+1)\displaystyle \cdot\prod_{p|N}^{\cdot}(p-1)
I_{2}'(k,j, N)=I_{3}'(k,j, N)=I_{4}'(k,j, N)=I_{5}'(k,j, N)
=I_{6}'(k,j, N)=I_{7}'(k,j, N)=I_{8}'(k,j, N)=0
I_{9}'(k,j, N)=-2^{-3}\displaystyle \cdot(-1)^{j/2}\cdot\prod_{p|N}((\frac{-1}{p})-1)








この節では, j=0 として, M_{k,0}(U'(N)) の元を具体的に扱うことを述べる。 B を判別式 N>1
の木定符号四元数環とし, B の極大整数環 \mathrm{D} , および第2.2節のように \mathfrak{O} の極大両側イデアル \mathfrak{A}
をとる。 \mathbb{Q} 上の3次元ペクトル空間 B^{0}\cdot.=\{x\in B|x+\overline{x}=0\} の格子 L_{\mathfrak{A}} とその双対格子碕
を
L_{\mathfrak{A}}:=B^{0}\cap \mathfrak{A}^{-1}, L_{\mathfrak{A}}^{*}:= {y\in B^{0} xy+\overline{xy}\in \mathbb{Z} for \forall_{X}\in L_{\mathfrak{A}} }
で定義する。
命題4.1 ( \mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{a}[1] , Proposition 10).
(1) f(Z)\in M_{k,0}(U'(N)) は次の形のフーリエ展開をもつ :
f(Z)=C_{f}(0)+\displaystyle \sum_{ $\eta$\in L_{\mathfrak{A}}^{*} , $\eta$ J>0}C_{f}( $\eta$)\mathrm{e}[\mathrm{T}\mathrm{r}( $\eta$ JZ)], (\mathrm{e}[z]:=e^{2 $\pi$ iz})
ここで, J=(_{-10}01) とし,  $\eta$ J>0 はL& \subseteq M (2; \mathbb{R}) とみなしたときに  $\eta$ J が正定値であ
ることを意味する。
(2) f(Z)\in M_{k,0}(U'(N)) について, f(Z)\in S_{k,0}(U'(N))\Leftrightarrow C_{f}(0)=0.
口
4.1 アイゼンシュタイン級数
Hirai[3] は M_{k,0}(U'(N)) におけるアイゼンシュタイン級数 Ek (k \geq 2:偶数) を研究し,フーリ
エ級数の明示公式を得た。(実際にはもう少し一般の群を扱っている。)
 L_{\mathfrak{A}_{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}}}^{*} := {  $\eta$\in L_{\mathfrak{A}}^{*} n^{-1} $\eta$\not\in L_{\mathfrak{A}}^{*} for \forall_{n}\in \mathbb{Z}_{n>1} }
とおく。  $\eta$\in L_{\mathfrak{A}}^{*} に対して, \mathbb{Q}( $\eta$)/\mathbb{Q} の判別式を d_{ $\eta$} , デイリクレ指標を $\chi$_{ $\eta$} と表す。また, m 番目
のベルヌーイ数を B_{m} , 一般ベルヌーイ数を B_{m,$\chi$_{ $\eta$}} と表す。また,
a_{ $\eta$}^{-1} $\eta$\in L_{\mathfrak{A}_{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}}}^{*}, (2a_{ $\eta$}^{-1} $\eta$)^{2}=d_{ $\eta$}f_{ $\eta$}^{2}
により正の整数 a  $\eta$ と正の有理数  f_{ $\eta$} を定義し, a_{ $\eta$,p}=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{p}(a_{ $\eta$}) , f_{ $\eta$,p}=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{p}(f_{ $\eta$}) と表す。
命題4.2 (Hirai[3], Theorem 3.10). k が2以上の偶数のとき,アイゼンシュタイン級数環は次
のフーリエ展開を持つ :
E_{k}(Z)=1+\displaystyle \sum_{ $\eta$\in L_{\mathfrak{U}}^{*} , $\eta$ J>0}C_{f}( $\eta$)\mathrm{e}[\mathrm{T}x( $\eta$ JZ)]
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ここで,
C( $\eta$)=-\displaystyle \frac{4kB_{k-1,$\chi$_{ $\eta$}}}{B_{k}B_{2k-2}}\prod_{p|N}\frac{1}{p^{k-1}-1}\prod_{p}F_{p}( $\eta$, k)
F_{p}( $\eta$, k)=\left\{\begin{array}{l}
\sum_{t=0}^{a_{ $\eta$,p}}p^{(2k-3)t}-$\chi$_{ $\eta$}(p)\sum_{t=0}^{a_{ $\eta$,p}-1}p^{(2k-3)t+k-2} . .. if p|N\\
\sum_{t=0}^{a_{ $\eta$,p}}\{\sum_{l=0}^{ $\eta$,p}p^{(2k-3)l+(k-1)t}-$\chi$_{ $\eta$}(p)\sum_{ $\iota$=0}^{ $\eta$,\mathrm{p}}p^{(2k-3)l+(k-1)t+k-2}\}\\




ここでは, U'(6) に関するジーゲルモジュラー形式のなす次数環 \displaystyle \bigoplus_{k=0}^{\infty}M_{k,0}(U'(6)) を明示的に記
述する定理を筆者自身の論文 [10] から引用する。なお,non‐split の場合に知られている次数環の
結果はこれ1つのみである。
第3節の明示的次元公式 (定理3.1) を j=0, N=6 として書き下してみると
\displaystyle \dim S_{k,0}(U'(6))=\frac{4k^{3}-18k^{2}+696k-1737+(-1)^{k}\cdot 225}{1440}
+\displaystyle \frac{[0,-1,1;3]_{k}}{9}+\cdot\frac{[1,0,0,-1;4]_{k}}{4}+\frac{4[1,0,0,-1,0;5]_{k}}{5}






M_{k,0}(U'(6))=S_{k,0}(U'(6))\oplus \mathbb{C}E_{k} . . . k が偶数のとき
であることに注意すると,次元の母関数






定理4.3 ([10]). U'(6) に関するジーゲルモジュラー形式のなす次数環は以下のように与えられる。
\displaystyle \bigoplus_{k=0}^{\infty}M_{k,0}(U'(6))=\mathbb{C}[E_{2}, E_{4}, $\chi$_{5a}, E_{6}]\oplus$\chi$_{5b}\mathbb{C}[E_{2}, E_{4}, $\chi$_{5a}, E_{6}]
\oplus$\chi$_{15}\mathbb{C}[E_{2}, E_{4}, $\chi$_{5a}, E_{6}]\oplus$\chi$_{5b}$\chi$_{15}\mathbb{C}[E_{2}, E4, $\chi$_{5a}, E_{6}],
ここで, $\chi$_{5a}, $\chi$_{5b}, $\chi$_{15} は[10] で定義した重さ5, 5, 15のカスプ形式である。また,E2, E_{4}, $\chi$_{5a},







\end{array}\right)\in SL_{2}(\mathbb{Z}) c\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N\}
とし, $\Gamma$_{0}^{(1)}(N) に関するウェイト k の1変数モジュラー形式のなす空間を M_{k}($\Gamma$_{0}^{(1)}(N)) , カスプ
形式のなす空間を S_{k}($\Gamma$_{0}^{(1)}(N)) と表す。また,.newforms のなす部分空間を S_{k}^{new}($\Gamma$_{0}^{(1)}(N)) と表
す。 u_{N} を \left(\begin{array}{ll}
0 & -1\\
N & 0




予想5.1. N は偶数個の異なる素数の積とし, M は N の約数であるとする。
(1)  $\omega$(M) が奇数ならば,次の単射なリフティング写像が存在する :
S_{j+2}^{new}($\Gamma$_{0}^{(1)}(M))\times S_{2k+j}^{n\mathrm{e}w} \rightarrow S_{k,j}(U'(N)) .
g\in S_{j+2}^{new}($\Gamma$_{0}^{(1)}(M)) と f\in S_{2k+--2}^{n\mathrm{e}w}($\Gamma$_{0}^{(1)}(N/M)) のペア (f,g) からのリフト  $\iota$(f, g)\in
 S_{k,j}(U'(N)) に関しては,判別式 N を割る素数 p を除いて
L(s,  $\iota$(f, g), Sp)=L(s, f)L(s-k+2, g) ,
が成り立つ。ここで左辺はスピノール L 関数である。




f\in S_{2k-2}^{n\mathrm{e}w,\pm}($\Gamma$_{0}(M)) からのリフト  $\iota$(f)\in S_{k,0}(U'(N)) に関しては,判別式 N を割る素数
p を除いて






N を正の整数とする。次のように定義された群 K(N) をレベル N のパラモジュラー群と呼ぶ。
K(N)=\left(\begin{array}{llll}
\mathbb{Z} & N\mathbb{Z} & \mathbb{Z} & \mathbb{Z}\\
\mathbb{Z} & \mathbb{Z} & \mathbb{Z} & N^{-1}\mathbb{Z}\\
\mathbb{Z} & N\mathbb{Z} & \mathbb{Z} & \mathbb{Z}\\
N\mathbb{Z} & N\mathbb{Z} & N\mathbb{Z} & \mathbb{Z}
\end{array}\right)\cap Sp(2;\mathbb{Q}) .
パラモジュラー群に関するカスプ形式の空間 S_{k,j}(K(N)) の明示的次元公式は, N が素数の場合
には Ibukiyama[5], 平方因子を持たないレベルへの拡張は [7] によって行われた。定理3.1と同様
な明示公式になるがここでは省略する。重要なのは, S_{k,j}(U'(N)) と S_{k,j}(K(N)) との次元の関係
である。
定理5.2 ([7],Main Theorem 1.2). N は偶数個の異なる素数の積とする。 i が非負の偶数で k が
5以上の整数のとき,次の関係式が成り立つ。
\displaystyle \sum_{M|N}(-2)^{ $\omega$(M)}\dim S_{k,j}(K(N/M))=
\displaystyle \dim S_{k,j}(U'(N))-\sum_{M|N, $\omega$(M)=odd}(\dim S_{\dot{}+2}^{new}($\Gamma$_{0}^{(1)}(M))+$\delta$_{j0})\times\dim S_{2k+j-2}^{n\mathrm{e}w}($\Gamma$_{0}^{(1)}(N/M)) .
ここで, $\delta$_{j0} はクロネッカーデルタを表す。
口
レベル N が素数の場合の定理5.2にあたるものは Ibukiyama[5] によって得られていて,パラ










newforms の空間 S_{k,j}^{new}(K(N)) の次元は以下の通りになることを示した。
定理5.3 ([7], Proposition 4.4).
\displaystyle \dim S_{k,j}^{new}(K(N))=\sum_{M|N}(-2)^{ $\omega$(M)}\dim S_{k,j}(K(N/M))





=\displaystyle \dim S_{k,j}(U'(N))- \sum_{M|N, $\omega$(M)=odd}\dim S_{j+2}^{n\mathrm{e}w}($\Gamma$_{0}^{(1)}(M))\times\dim S_{2k+j-2}^{new}($\Gamma$_{0}^{(1)}(N/M))
-$\delta$_{j0} \displaystyle \sum_{l $\psi$|N, $\omega$(M)=odd}\dim S_{2k-2}^{new,+}($\Gamma$_{0}^{(1)}(N/M))
-$\delta$_{j0} \displaystyle \sum_{M|N, $\omega$(M)=even}.\dim S_{2k-2}^{n\mathrm{e}w,-}($\Gamma$_{0}^{(1)}(N/M))
ロ





最初に, j=0 の場合に限定し,Sugano[13] に従って S_{k,0}(U'(N)) 上のヘッケ作用素の定義を
振り返る。表記を簡略化するため  $\Gamma$=U'(N) と表すことにする。 m\in \mathbb{N} と f\in S_{k,0}( $\Gamma$) に対し,
(T_{k}(m)f)(Z):=m^{2k-3} \displaystyle \sum_{g\in $\Gamma$\backslash S_{m}} \det(CZ+D)^{-k}f(g\cdot Z)
と定義する。ここで,
S_{m}:=\{g=\left(\begin{array}{ll}
 $\alpha$ &  $\beta$\\
 $\gamma$ &  $\delta$
\end{array}\right)| $\alpha$\overline{ $\beta$}+$\beta$^{\frac{\mathfrak{O}}{ $\alpha$'}}= $\gamma$\overline{ $\delta$}+ $\delta$\overline{ $\gamma$}=0, $\alpha$\overline{ $\delta$}+ $\alpha$, $\delta$\in $\beta$\in \mathfrak{A}^{-1}, $\gamma$\in \mathfrak{A} , 御 =m\}
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とし, g\in \mathrm{F}\backslash \mathcal{S}_{m} は  $\Gamma$\backslash S_{m} の完全代表系を動くものとする。 p を p  $\dagger$  N なる素数とする。ヘツ ケ\backslash 
固有形式 f\in S_{k,0}( $\Gamma$) に対し,固有値を
T_{k}(p)f= $\lambda$(p)f, T_{k}(p^{2})f= $\lambda$(p^{2})f
と表すことにし,
H_{p}(t, f):=t^{4}- $\lambda$(p)t^{3}+( $\lambda$(p)^{2}- $\lambda$(p^{2})-p^{2k-4})t^{2}- $\lambda$(p)p^{2k-3}t+p^{4k-6}
と定義する。このとき, H_{\mathrm{p}}(p^{-s}, f) は f のスピノール L 関数のオイラー P 因子である。
予想5.1の数値的根拠を得るために,不定符号四元数環の判別式 N として1でない最小値
N=6 の場合を,定理4.3を応用して計算する。定理4.3により各 k に対して S_{k,0}(U'(6)) の基
底を書くことができる。その上のヘッケ作用素の作用を計算し,固有形式からなる基底に取り換え
て固有値を計算し, N を割らない最小の素数 p=5 に対し上記 H_{p}(t, f) を計算する。Tk(25) の
計算がつらいところで,ウェイト k が大きくなるにつれて計算は非常に苦しくなるが,計算機で
の数値計算により次の結果を得た。この結果は予想5.1と合致する。
定理 5.5 ([7], Theorem 4.6). k\leq 11 とする。 g が S_{2k-2}^{new,-}(SL(2;\mathbb{Z} S_{2k-2}^{new,+}($\Gamma$_{0}^{(1)}(2)) ,
S_{2k-2}^{new,+}($\Gamma$_{0}^{(1)}(3)) または S_{2k-2}^{new,-}($\Gamma$_{0}^{(1)}(6)) に属するヘッケ固有形式ならば, F\in S_{k,0}(U'(6)) で
H_{5}(t, F)=(t-5^{k-2})(t-5^{k-1})h_{5}(t,g)
を満たすものが存在する。ここで, h_{5}(t, g) は p=5 での g のヘッケ多項式を表す。
口
計算結果の詳細を以下に記述する。





\dim S_{6}^{new,+}($\Gamma$_{0}^{(1)}(2))=\dim S_{6}^{new,-}($\Gamma$_{0}^{(1)}(2))=\dim S_{6}^{new,-}($\Gamma$_{0}^{(1)}(3))=\dim S_{6}^{n\mathrm{e}w,-}($\Gamma$_{0}^{(\})}(6))=0,
であり,
S_{6}^{new,+}($\Gamma$_{0}^{(1)}(3))=\mathbb{C}f_{1} : fi=q-6q^{2}+9q^{3}+4q^{4}+6q^{5}+O(q^{6}) ,
S_{6}^{new,+}($\Gamma$_{0}^{(1)}(6))=\mathbb{C}f_{2} : f_{2}=q+4q^{2}-9q^{3}+16q^{4}-66q^{5}+O(q^{6})
である。従って, h_{5} (t , fi) はfi の5におけるヘッケ多項式とするとき,
H5 (t, $\phi$_{1})=(t-5^{2})(t-5^{3})h_{5} (t , fi )
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という関係にあることが分かる。
\dim S_{5,0}(U'(6))=2 である。この空間は $\phi$_{1}=$\chi$_{5a} と $\phi$_{2}=$\chi$_{5b} で生成され,また,









S_{8}^{new,+}($\Gamma$_{0}^{(1)}(2))=\mathbb{C}f_{1} : f_{1}=q-8q^{2}+12q^{3}+64q^{4}-210q^{5}+O(q^{6}) ,
S_{8}^{new,-}($\Gamma$_{0}^{(1)}(2))=\{0\} :
S_{8}^{new,+}($\Gamma$_{0}^{(1)}(3))=\mathbb{C}f_{2} : f_{2}=q+6q^{2}-27q^{3}-92q^{4}+390q^{5}+O(q^{6}) ,
S_{8}^{new,-}($\Gamma$_{0}^{(1)}(3))=\{0\} :




H_{5}(t, $\phi$_{2})=(t-5^{3})(t-5^{4})h_{5} (t , fi )
という関係にあることが分かる。
$\phi$_{1}=225E_{2}^{3}-247E_{2}E_{4}+22E_{6}, $\phi$_{2}=70E_{2}^{3}-39E_{2}E_{4}-31E_{6}

















H_{5}(t, $\phi$_{1})=(t-5^{4})(t-5^{5})h_{5} (t , fi )
H_{5}(t, $\phi$_{2})=(t-5^{4})(t-5^{5})h_{5}(t, f_{2})
という関係にあることが分かる。
\dim S_{7,0}(U'(6))=2 である。この空間は $\phi$_{1}=E_{2}$\chi$_{5a} と $\phi$_{2}=E_{2}$\chi$_{5b} で生成され,













S_{12}^{new,+}($\Gamma$_{0}^{(1)}(6))=\mathbb{C}f_{2}\oplus \mathbb{C}f_{3} : f_{2}=q+32q^{2}+243q^{3}+1024q^{4}+3630q^{5}+O(q^{6})
f_{3}=q-32q^{2}-243q^{3}+1024q^{4}+5766q^{5}+O(q^{6})



































































H_{5}(t, $\phi$_{1})=(t-5^{7})(t-5^{8})h_{5} (t , fi )
H5 (t, $\phi$_{2})=(t-5^{7})(t-5^{8})h_{5}(t, f_{2})
H_{5}(t, $\phi$_{3})=(t-5^{7})(t-5^{8})h_{5}(t, f_{6})






































H5 (t, $\phi$_{2})=(t-5^{8})(t-5^{9})(t^{2}-645150t+5^{17}) ,
H5 (t, $\phi$_{3})=(t-5^{8})(t-5^{9})(t^{2}+1025850t+5^{17}) ,
H_{5}(t, $\phi$_{4})=t^{4}+88980t^{3}+1170167968750t^{2}+889805^{17}t+5^{34},





















































Hó (t, $\phi$_{5})=(t-5^{9})(t-5^{10})(t^{2}-(3008070+12480\sqrt{87481})t+5^{19}) ,
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という関係にあることが分かる。一方で, H_{5}(t, $\phi$_{3}) とH5 (t, $\phi$_{4}) はこのような関係を持たず,ま
た, H_{5}(t, $\phi$_{3}) と H_{5}(t, $\phi$_{4}) の根の絶対値はすべて 5^{19/2} である。
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